
--- - - - - - -

-~ ·------------ ---·-·----~-- --'--~------ --------·-----

HS 85/86 

LITERATUR ZUR VüHLESUNG: 

"EFFIZIENTE ALGORITHMEN" 

1 . H. J. Nussbaurner: "Fast Fourier Transf orm and Convolt: t i t·n 

Algorithms", 2. Auflage 

Springer-Verlag, 1982 

2 .. T. Beth: Verfahren der, schnellen Fourier-Transformatio!1, 

Teubrier Studienbücher, Informatik 

3. \( K. Mehlhorn: "Effiziente Algorithmen", Teubner-Studienbücher 

4. Aho/Hocroft/Ullman: "The Design and Analysis of Computer 
t Algorithms" 

Addison-Wesley, 1974 

5. Donald E. Knuth: "The Art of Computer Prograrruning", Vol. 2, 

Addiscn-~esley Publishing Company, 1969 



- 2 -

3n3 + O(n2) reelle Multiplikationen 

und 3n3 + O(n2 ) reelle Additionen 
,' \• 1-1 -.1 

benötigt. 
11.>{2.Ct,,.' 

Ea-vfidUt. 
ßufgabe 4: ~n Sie ein. Unt_erprogranun f mult (b,n,x,y, z), 

/ welches die Zahlen 

'x
1

b n-1 b X + + . . . + X n-'· b 
' 0 < X. < 

0 '· - l 

und y
1

b + n-1 
0 b Yo + + . . . y 'b < y. < n-, - 1 

nach dem Verfahren von KARATSUBA multipliziert. 
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Blatt 2 

Übungen zur Vorlesung "Effiziente Algorithmen" 

00 Abgabe: Do., 31.10.85, 17 Uhr, BK50 

Aufgabe 5: Unter dem booleschen Produkt zweier boolescher (n,n) -

Matrizen A, B versteht man die Matrix C mit 

c .. = 
lJ 

wobei die Verknüpfungen v , A durch 

V 

0 

1 

erklärt sind. 

0 

0 

1 

1 

1 

1 

und 
" 
0 

1 

0 

0 

0 

1 

0 

1 

Beschreiben Sie einen Algorithmus, der das boolesche Produkt zweier 

log2~7f log23 
(n,n) - Matrizen mit ef(~ • (log 2n) _ ~ Bit_-operationen 

lt. JI~ ~~-tl ~ ~ M.-Ura,<.w~-.. 
(Multiplikationen und Additionen) berechnet. 

"'1 t () 

Aufgabe 6: Zeigen Sie, daß die 

matrix A auf einen Vektor x 

werden kann. 

Anwendung einer 
log23 

mit O (n ), 

e[v.-~"') 

(n,n) - Toeplitz

Operationen ausgeführt 

Aufgabe 7:. Für die Verschiebungsränge a+(A), a (A) einer quadra

tischen Matrix A gilt 

a) a = a+(A) (bzw. a = a (A)) ist die kleinste ganze Zahl, für 

welche 

gilt mit unteren bzw. oberen Dreiecks-Toeplitzmatrizen Li,Ui. 

- 2 - ' 
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Aufgabe 8: (Abgabe 8.11.85, 9 15uhr) 

Erstellen Sie ein Unterprograrrun fmamu {n,A,B,C) für die 

Strassen - Multiplikation. 

\ 
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Ubungen zur Vorlesung "Effiziente. Algorithmen" 

Abgabe: Fr., .8.11.85, 9.15 Uhr, BK 50 

Aufgabe 9: Sei 

( n, n} - Matrix 

ei der i-te Einheitsvektor im 

(e2 , .•• ,e 
1

, e, e
1
}. n- n· 

die 

Man zeige: Die (n, n} - Matrix 

Faltung, wenn es eine zu n 

gibt mit PmA = A Pm. 

A ist genau dann eine zyklische 

teilerfremde natürliche Zahl m 

Aufgabe 10: Sei P wie in Aufgabe 9. Zeigen Sie, daß zwei 

(n, n) - Matrizen A1 , A2 , für die mit einer von n unabhängigen 

Konstanten r die Abschätzungen 

, i = 1,2 

gelten, mit t5'(n log n) Rechen()perationen miteinander multipli

ziert werden können. 

Aufgabe 11: Zeigen Sie, daß die zyklische Faltung der Länge 2 

mit 2 Multiplikationen (, Multiplikationen mit Konstanten werden 
' dabei nicht berücksichtigt,) und 6 Additionen ausgeführt werden 

kann. 

Aufgabe 12: Erstellen Sie ein nicht-rekursives Programm zur 
. p 

schnellen Fourier - Transformation nach Cooley - Tukey für n = 2 

und testen Sie es an dem Beispiel - n = 8 und 

x(O) = 2.0, x(1) = x(7) = -0.85355, 

x(2) = x(4) = x(6) = o.o, 

x(3) = x(5) = -0.146446 
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tibungen zur Vorlesung nEffizi.ente Algorithmen" 

Abgabe: Fr., 15.11.85, 9.15 Uhr 

Aufgabe 13: Zeigen· S.le, 

zweier Polynome f ,g in 

der Koeffizienten von f 

daß sich die Koeffizienten des Produkts 

F[z]/zn - 1 durch zyklische Faltung· 

und g berechnen. 

Aufgabe 14: Erstellen Sie ein Programm für den Bruun'schen 

Algorithmus im Falle n = 8, welches mit 3 reellen Multiplika

tionen auskommt. 

(Hinweis: Die Multiplikation mit i wird natürlich nicht mit

gez-ählt.) Abgabe: ;Fr., 22 .11. 85 
1 

Aufgabe 15: Für · n = 4P kann man die Cooley - Tukey FFT auch 

so ausführen, daß man die Fourier - Transformation der Länge n 

auf 4 Transformationen der Länge n/4 zurückführt. 

Zeigen Sie, daß man auf diese Weise mit 

M(n) 3 = 2 n log2n + O(n) 

A(n) 1 1 
= T n log2n + O(n) 

reellen Multiplikationen bzw. Additionen auskommt. 

(Hinweis: Siehe Hinweis zu Aufgabe 14.) 

Auf sabe 1 6: Lösen Sie mit Hilfe des euklidischen Algorithmus'.: 
.,, tJ ··-1 -~ ') - -1 '1 ' 1 l( 

i) 135 X + 84y = 6 in 2'l 

•1-t. l · „ ·1. ;," 

ii) X 

X 

iii) 

- 7 mod 

- 5 mod 

f 2 z 2 + -

f - z 3 + 

"i $S-: Kq ·'1 + ! '1 

I'<r::: ~'1"1t?.'\ 
~ 1 ; „ ·~ . 1 t 1 '! 
] "?, ~ -1 :f · 1 ·t •I ) 

/! f ~ //~ . . 1 f 1;. 
/,' 5 ;- "?. • IJ ' !'.! 

30 
.,< = () @ 

.) 11 I> . .fO .f: =-).... ~O+? 
77 in 2'l 

' X ,:; _µ.:1-1- t'] 

------:--. 

7 'mod 3 1 z -
z + 1 mod 4 + 1 in IR[ z] z 

1 '" .1 f --1 r = -~e ~:, -~ 1 "'i · -1 t 
== - ;· 11+2. s ") : s · s /) ...... l r. '1 '=- s-; ./l '> s - g 8 lf 
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// 
//Vorlesung "Effiziente Algorithmen" 

/ 
~ 85, 9. 15 Uhr 

n p
1

, ••• ,pr ·paarweise teilerfremde natürliche 

1 . . . • p r· 

~ß die modulo p · eindeutig bestimmte Lösung 

z:en 

1. mod pi , i = 1 , ••• , r , 
l r f(r;) 

I (..E.)<P(pi)a 
(f) flp:/ 1 f_) = -1 ~oo{ f i V 

lr r 
=1 pi i 

!.p ist dabei die Euler'sche <P - Funktion. 

iieses Resultat zu einer alternativen Lösung 
ii) • 

Sie ein erzeugendes Element für die Gruppe 

31 cj I J:I (,, -131q1 1 'l1 ~-~f"I. ~ ?!~1~~ 
.1J1 1g 1 2 Cf 1:i.l. 11 b ,2~,'1.~ 1 1- 1 z-1. /1) 1 ·1~ 1 1=i 1 -1 

Sie einen Algorithmus für die zyklische Faltung 

:her mit 5 Multiplikationen auskonuut. Vorberech
ier Faktoren werden dabei nicht gezählt . 

- n • - 1 • • • • n . r mit paarweise teilerfremden 

rphie 

-~ 

• 

t 

t 

J 
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Blatt 6 

tlbungen zur Vorlesung "Effiziente Algorithmen" 

Abgabe: Fr., 29.11.85, 9.15 Uhr 

ß~dktt~ 
Aufgabe 21: <Seeen Sie einen Algorithmus zur Fourier-Transformation 

der Länge 5 ~, welcher mit 5 Multiplikationen und·17 Additionen 

auskommt. (Vorberechnungen werden nicht gezählt.) 

Aufgabe 22: Sei lF ein Körper. Zeigen Sie, da~ die Unterräume 

v1 = sp { ( 1 ) } ( = der von ( l ) aufgespannte Raum ) und 

V = sp 
2 { (~ ) . er ) } des JF

3 
unter jeder zyklischen 

Faltung mit Elementen aus JF'
3 invariant bleiben, und leiten 

Sie daraus einen Algorithmus zur zyklischen Faltung ab, welcher 

mit 4 Multiplikationen auskommt. 

Aufgabe 23: Zeigen Sie die Invarianz der Unterräume 

= sp{ c1,-1,1,-1>T}, v3 = sp{c1,o,-1,o)T, . . T} . (0,1,0,-1) 

des JF
4 unter zyklischen Faltungen mit Elementen des JF'

4 , und 

leiten Sie daraus einen Algorithmus zur zyklischen Faltung ab, 

der mit 5 Multiplikationen auskommt. 

Au~ 24: Bestätigen Sie folgende Tabelle für die Anzahl d.er 

komplexen Rechenoperationen für die Fourier-Transformation der 

Länge n: 

n Mult. Add. 

120 288 \ 2076 

240 648 5016 

420 1296 11352 JpJ· 
µ {bCf)4 CS) 1 ). A (G.'() t;qJ 
M (l( Y) 4ls) t) 4- l<tf) 

1)·2(; 
M ["io } A Ct v;iJ -e 'u'1 !f (, -i 0 -------·--·-„ 

~00 
~o 

G r& --) 
~20:i.. R 

") ~~ ~ 1· 
_/ 



~-1 f/{'( ~ 5 ~ +/jALI -)Y-y -j(~ 3 
Sb :::: Yo -r c' '/"! / > "1 .:: Yo -/~ 

Vl1 0 ~ ( ; :er ~„) ) (} / ·""1
1 

~ (J k~ -.31-) ) ~ 

VS<t+f<S7. 
. ~.2.:: ;' ( Ut.c,-tM..,,) { .. S' ~ =::: IM. o t Ut.., 

~ \. 
Jf ><o~ lx, (Yo+'Y,, )- -k";;~~ (y.-i~fi~-x'(y,,,iy,,)-r{i";-"•}(Yo-iY.,) 

-=~oYo~.t'l~ , . =::Xc,~-x1Yo V 

•: '' 

~ () I 

. /, '2. ~L,. . 

( ( 27 faj' E - ,_rG ~) 1i:: 
/j / 

( 

(< 2 ~~1, ~ <~tP~ --, » f) 
~. (tv~<>-; ~-"'-) ~ ~ 

((J·"'2) 4 Ja-} ~ rz. ~ /,.) I ~ ,\,, (v-) 'O f' + 

. {(;- ~z,; ~ .,J - } ~ • } )o fe .,, ( 2}} y (.., 

v === ((z.. T-2 J &.? b _) ~/ ( 2 i,.. f .,,. : e· rr 
% -

tt>f L7~ ~ v 'füllt::: o P 



„ 
Prof. Dr. F. Natterer WS 85/86 

Ubungen zur Vorlesung "Effi.z.ien.te. Algorithmen" 

Abgabe: Fr., 13.12.85, 9.15 Uhr 

Aufgabe 29: Man gebe eine Liste sämtlicher irreduzibel nicht -

äquivalenter Darstellungen von D für ungerades n an. Weisen n. 
Sie nach, daß die Darstellungen wirklich irreduzibel sind, und 

daß Ihre Liste vollständig ist. 

Aufgabe 30: Man Z€ige, daß eine irreduzible Darstellung einer 

abelschen Gruppe den Grad 1 hat.~ 

Aufgabe 31: Sei G eine Gruppe, H eine Untergruppe von G 

und p eine Darstellung von G in V. 

i) Zeigen Sie, daß a := RestH(p) 

auf H ) eine Darstellung von H 

(= die Restriktion von p 

in V ist. 

ii) Geben Sie ein Beispiel dafür an, daß a für ein irreduzibles 

p reduzibel sein kann. 

Aufgabe 32: Sei G eine endliche Grup~e und 

von G vom Index r • G = s 1 H .U ••• u s H sei . r 
Nebenklassenzerlegung von G • Dann gibt es zu 

H ein Normalteiler 

die zugehörige 

jedem g € G eine 

Permutation 1T (g) e: Sr mit g sR. e: s1T (g)(ijl. 

g ~ 4 6 s k H } ~w s.e S'" • 1" € (..{ s. } {-= 5 .a H Zeigen Sie: ~ a ~ 
t.1~'111.G!"U .rt.-""3GWs.., „s..,J{ 

i) 1T{g1 g2) = 1T(g1)1T(g2) 

ii) J:st a eine Darstellung von · H 
p l, ~ Gi :_.., 

-1 
p R, (g) := C1 (s1T (g) R, g. SR,) 

9-„s~ tf S"11"'t3~>(.l) /.1 

'11 fl.. 6 ~fr tj„ ){ L) ~ 

in V und für 
r;,t(v1v) 

, g ~ G 

t = 1, .•• ,r 



- 2 -

•,-,,, \ ~'. 

r ~ ~~ r 
iii) Die Abbildung p : G + GL(V ), die für u = (u1 , ••• ,ur) E V 

definiert ist durch 

ist eine Darstellung von G in r 
V·• 

, R.=1, ••• ,r 

(p heißt.die von a induzierte Darstellung.) 

~l-t) 

f{! ,) f ( 8 ,) ""-( ~ {rfs·> ( f,(" r<r.t:) tg.) -"11t9,)-'(<.'))) t' 

~f ~) rmw~ 

·~;J 

f.,.,, lj~'1).l ( 8'1) 4'\, (~ (sz) „„ (.i) (S-z).(,t~( 1~ t„ (Li )rr {gll r.f ( e) 

(9-dlt)' 1
"' fJe _„3„ _„ 

Ef 



Prof. Dr. F. Natterer WS 85/86 

Blatt 9 

Übungen zur Vorlesung "Effiziente Algorithmen" 

. ..., ;' ., ~, 't - . , i „ ,- , ~ ~ 

Abgabe: Fr., 2'0.12.85, 9.15 Uhr 
~ . l ' . ' ~ .. 

. -~ ' 1) ll 

Aufgabe 33: 

i) Zeigen Sie: Ist 

mit Charakter 

• l • • f • / i I <J • '. ;.,J} fj .J 

p . eine. irreduzibl'e '\Darstellung von G in v 

x und d = .. ~.im y /. 1 .s~, __ g,i:tJt .-~Ar, F-:r~s E G 

x(r)x(s) = 
d . 1.i' 

ii) Vervollständigen Sie den Beweis zu Satz 11.8. 

„ J 

Aufgabe 34: Sei p eine Darstellung der Gruppe G in V , M 

sei der Vektorraum der linearen Abbildungen von V , die die Synune

trien von p besitzen, und es gelte p = c 1p 1 · + •.. + cmpm mit 

irreduziblen und paarweise inäquivalenten Darstellungen„ p .. 
l. 

zeigen Sie, daß dim(M) = 
m 2 
I Ci 

i=1 
gilt. 

Aufgabe 35: Seien p , q E· er: und f (x) = x 3 + px + q. 

i) Bestimmen Sie eine zyklische Faltung A der Länge 3, so 

daß f das charakteristische Polynom von A ist. 

ii) Berechnen Sie die Eigenwerte von A nach Satz 12.1. 

iii) Geben Sie Formeln an für die Nullstellen von f (Cardanische 

Formeln). 

Aufgabe 36: Sei A eine komplexe (n,n)-Matrix der Form 

( A1 A 
) A 2 = 

A A1 2 

i) Geben Sie eine Gruppe G und eine Darstellung p von G 

in a::n an, so daß alle Matrizen A dieser Form die Symme

trien von p haben. 

ii) Nehmen Sie die Ausreduktion von p vor und geben Sie die 

zugehörige direkte Zerlegung von a::n an. 

- 2 -



' ' . \ 
Ll.1 1 

iv) 

- . ( 
Brirr1gen Sie 

// 

!, 

A 

.„ 

.~ 

auf die Form wie in Satz 12.1. 

Geb~n Sie mit Hilfe von iii) 

Ax = b anp der mit 1i VOI!L 
.1 

einen Algorithmus zur Lösung 

n 3 + O(n2 ) Multiplikationen 

ur„d Additionen sowie n Divisionen auskorrunt. (Alle 

Op'.;::rat:Lonen h.ierbei sind komplex.) 

., 

v) '{ergleichen Sie Ihr Resultat mit dem Ergebnis des Faltungs· 

satzes für die Fourier-Transformation der Länge 2 1 aus

geführt auf Blocks der Länge n/2 . 

, 
~· 

.i 
1 

... 
,1 

~,_,., ....... · .. ~ .. _,--- .,.--~··' . 

/ 
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Übungen zur Vorlesung "Effiziente Algorithmen" 

Abgabe: Fr., 10.01.86, 9.15 Uhr 

Aufgabe 37: A sei eine zyklische Faltung der Länge n und 

sei für jeden Teiler d von n der Grad des zugehörigen Kreis

teilungspolynoms~ 

Geben Sie einen Algorithmus an, der das Gleichungssystem 
k e.i<..e.-

Ax = b 

(~Vorberechnungen !) mit n Divisionen und 

3 
r~ , {)Mrf, { cf-u 

n ?1~ 

( 
nd 

N(n) = l - + 
djn 3 

2 
n -

d 3d) . Multiplikationen löst. 
,;,.J,,„~~, 

Aufgabe 38: Sei p die natürliche Darstellung von D4 auf einem 

4 x 4 Gitter, und sei A eine 16 x 16 - Matrix mit den Symmetrien 

von 
et 16 

' 
Größe 

p. Konstruieren Sie nach Satz 12.1 eine Orthonormalbasis von 

so daß A bezüglich dieser Basis in je zwei Matrizen der 

1, 3 und 4 zerfällt. 

Aufgabe 39: Sei A eine 175 x 175 Matrix, welche die SY,rometrien 

des Weihnachtssterns (siehe Abb.) hat. (D.h.: Ist :P diE!.P$rmutation 

der Punkte des Sterns, welche 

Bewe~ung erzeugt wird, so ist 

von einer den Stern 
T 

P A 'JI' = A.) 

(' 
/\ 

___ ,.,--------- ~- ---- ------.......,_,_ 'L -'I 

. ----,~~-- ~----------- -

in sich überführenden 

():--1 ,,,(1C ~----~ ........... ~~..--.~ 310 ) 'I 

~-------1 ,j 

I-" ~7-
JC : /10 

}Jf : ) 

) 1/ / 
: I ' 

. , '/;· ! . / ;/· / 

/,/ 

t\ 
·~ 



Zeigen Sie, daß 

der Dimensionen 

2 :r. ~
.-?-r ~ 
~ 
-1? {; 

A bei der Anwendung von Satz 12.1 in 8 Matrizen 

23, 7, 12, 17, ~9, 29, 29, 29 zerfällt. 
~ o ({ 2 ~) <T~J _ ·s 

Aufgabe 40: (Abgabe 17.01.86) 

Erstellen Sie ein Programm, welches für die natürliche Darstellung 

p der Gruppe Dn auf einer gegen Dn invarianten Punktmenge die 

Ausredtiktion vornimmt. Testen Sie Ihr Programm an dem Weihnachts-

stern aus Aufgabe 39. 

s ~ Sr <;; r '- Sc> 

~][+ *16 ;/Jl.l-41i; :f.ll't -(1/,, ~'[/Jf ~lt, 

<Zt~ ftlo 2"3. <tfc,. "":(--tö -1'-1 '+ ~(,'l 

r (,,;_ s f' ic 

-? (~) _,,,, ·'/ 

r (J~) 
__, --r ( 

~ (f3) (-"'1)lc. (---?) ~ 

~ (fcrJ (.._'?)Ce (~-1) {,-.(.,,., 

'1 (j; ) .?co.r (?r;J.t< /c-) C'J 
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Übungen zur Vorlesung "Effiziente Algorithmen" 
~--2<. 

Abgabe: Fr., 17.01.86, 9.15 Uhr 

Aufgabe 41: a) Seien f ,g E .::f (JR.n). 

i) Für 

ii) Für 

iii) 

v) Für 

f (x) 
E 

f (x) 
y 

n 
:= f (x+y), y E JR. , 

f (x) ~ (x) dx = f 

a 
g(x) := x f(x) 

" f(l;)g(l;)dl; 

gilt 

gilt 

gilt 

" . -
E ""'.n · f ( 5_ ) 

E 

eiyl; ~(l;) 

b) Bestimmen Sie einen Fixpunkt der Fourier-Transformation, d.h. 
" ein f E_.:i' (JR.n) mit f = f . {.f. ... -:i..J 

-- { 1 Aufgabe 42: Sei F(cr) 
0 sonst 

und " Y(cr) = F(cr) lcrl 

Berechnen Sie y • 

Aufgabe 43: 
.. n 

a u'f .:J> ( JR. ) 

Sei f E..:f (JR.n) und g = Rf . Die Abbildung Jn- 1 

sei definiert durch (Jn- 1h)"(l;) = jl;ln- 1 ~(~). 

Zeigen Sie 

~~ 

f = ~ ( 2 1T ) 1 -n Jn- 1 /~ * g) 

Aufgabe 44: Geben Sie für n = 2 einen Rekonstruktionsalgorith

mus an, der auf der Inversionsformel aus Aufgabe 43 basiert, und 

bestimmen Sie die Anzahl der notwendigen Rechenoperationen . 

II. 

J ( ( ) == ( 2n)'- 412 S . f (Je) . .l - ; .l<' $ cl_ X 
J ff< (,t f 

_ 1&~. J ( ! ) L _; >< $ c) X . 

~t. J ( )() ~- i x ~ 5 r}._ X , G i. 

. JCsJgC$) 
t 5? ~~q {><),e, - i )< ~ t7( )( 

Q."' a 



i ( x.) = (?-i:; F ~ lz ) i [ ~) ,e. ; ~x d1 7 "' J Cx 1 
!i2 ~ 

<7 CJ() :::. c ~J c~· J..e' r·kd ~-

::: c_· ~- I ~J .ii~X ci§ 
fst~ i 

~ 1 J ( ~) -; i Cz·rr? ,,,,_"'- .1 ..-z--t R ·tf ;s 
~ l {2 ir)"'" 3 IA-.., 
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Übungen zur Vqrlesung "Effiziente Algorithmen" 

Abgabe: Fr., 24.01.86, 9.15 Uhr 

Aufgabe 45: Sei 

Untergruppe. A/T ~ 

G
n 

~~ 
eine Gruppe mit IGnl < cn und c 

n 

Zeigen Sie, daß man für n = 2k die Faltung auf Gn in 

O(n log n) Operationen durchführen kann. V" 

WS 8!:> 

Blatt 

als 

Aufgabe 46: Zeigen Sie, daß die Fourier-Transformation auf D 
n 

und ihre Inverse für n = 2k in e'(n log n) Operationen durch-

geführt werden kann. t/ 

Aufgabe 47: Die (n,n)-Matrix A sei eine Faltung auf einer 

Gruppe G (d.h. A hat die Symmetrien der regulären Darstellung 

von G) . Man zeige: 

\ 

a) Das lineare System Ax = b läßt sich in ~(n2 ) Operationen 

lösen, wenn ein vollständiges System irreduzibler Darstellunge 

b) 

c) 

von G zur Verfügung steht. l/""'. 

Diese Anzahl reduziert sich auf &(n3/ 2 )·, wenn dies für die 
't.- 4"\ 

Fourier-Transformation und ihre Inverse auf G der Fall 

ist. 

Für G = D und n = 2k kommt man mit e'(n log n) 
n 

aus. 

Operation 

Aufgabe 48: Sei G eine abelsche Gruppe. Man zeige, daß für die 

Fourier-Transformation und ihre Inverse auf G die gleiche Anzahl 

von Operationen benötigt wird. 

/ 



/ 

--------
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Abgabe/ Fr. 31.01.86, 9.15 Uhr 

Aufgabe 49: Sei G das direkte Produkt der Gruppen H
1

, ..• ,Hr. 

a) Man zeige, daß die Fourier-Transformation auf G mit 
r ! A) "? 

l IH. 1 · Operationen (eine Operation= eine komplexe 
i=1 l 

Multiplikation + eine komplexe Addition) ausgeführt werden 

kann. 

(Satz von Atkinson - Karpovski) 

b) Man zeige, daß die Hadamard - Walsh - Transformation der Länge 

n = 2r mit 2n log2 n Additionen ausgeführt werden kann. 
l~M(Qbl d~ f-b<MNJ, ~-'! 

Aufgabe 50: Sei G eineVGruppe und S c G. Die Radon-Transfor

mation auf G (bezüglich S) ist.für f : G-+ ~ erklärt durch 

,.. /\ i\I\ 

J:: ~-lt RJ) ~ k · flJ 

tierbar ist. 

{fi;::.[o, 1},):.~0,1 }. e_J=Jfo)1-ft-r) 

Rf ( y) = l f (X) 
xESy 

f = h * Rf 

Aufgabe 51: Sei G das direkte Produkt von k Faktoren c2 = {O, 1}, 

und S bestehe aus den Elementen von G, welche genau eine positive 

Komponente haben. Man zeige mit Hilfe der Aufgaben49 und 50: 
, J : 4 _, ~ 1 ß · lH> C 

a) Die Radon - Transformation R auf G (bez. S) 

invertierbar, wenn k ungerade ist. ~,..;v'. .. 
'"·{," 

b) Ist k ungerade, so kann man R in e'(k 2k) Operationen 

Operation= eine Addition oder eine ·Multiplikation_ oder 

Division) invertieren. ~,., =k i ct~(f-1))~ 1 --:1,:"' 
--~-=-----__ . 

(eine 

eine 



w~~~/1~. 
Aufgabe 52: Sei G. eine abelsche Gruppe, also das direkte 

q1 qr . 
Produkt zyklischer Gruppen der Ordnungen p 1 , ••• ,p , mit . r 
Primzahlen p 1 , ••• ,pr. 

' 

Man zeige, daß die Fourier-Transformation auf G in 

e(IGI f q.p.) Operationen (eine Operation= eine komplexe 
. 1 1 1 1= 

Multiplikation + eine.komplexe Addition) ausgeführt werden 

kann. /IA11 

( {f):: ~ ·. 1· (t)J'lf) 
(f .fG~<t . 

t: °cf)= ~ · ( f „ clp 'Tr ( ( f ,t-dfs))--1 }f l+)J· 
f G<J-i µG G, ff S . 

"'. 
42d (f).: E ( f j lr.-1>) J'l {) 

ffGi JG~ 

C ·4 {J')= /· ·~. r Z " 2 d..µ T,_ {(~ µ{f~1r-iih(t)l f (st 1)~(tt) 
cE<n "l e'JI /A.f c;. S'GS . . SG.S ~ lj ~ J . 

~ ~ ~r;, AG,@~ ~ ! 5 ,,( _,,,r, u,~ ~,,,,. (f/~)-• f (s f, ~r ( H ') 

....,...... 
---.. ,,.,. 
.~ J 

~,__ 

~„' 

~ 

Jlf): ~. .f.A ~ c A~ r.-:JCs-f 1 )f{{() 
-if'1~G(n f?) ' 

(Uf=fJf 

l ( G, /~ /I1 ( .l· (·r;, ), · 
. ·1-1 . '1' / 11 4 I '11 + I GI '1. I l r u) 

J 
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Aufgabe 53: 

Zeigen Sie, 
r 

Sei ·G1 das direkte~P~odukt'der Gruppen H
1

, ••• ,Hr. 

daß die inverse Fourier-Transformation auf G in 
: -. „ 1f' ~r· -~; ·1 · ,:·:J·-' „. 1 

IGI l IHil 
i:;=1 

Operationen (= 1 Mult. + 1 Add.) berechnet werden 

kann. •• ·.'-·"' l, 

Aufgabe 54: P, Q seien konvexe Polygone mit je n Ecken. 

Für P, Q seien je eine BHR gegeben. 

zeigen Sie, daß sich der Abstand von P, Q in ~(logn) 

Operationen berechnen läßt. 

Aufgabe 55: Seien zwei konvexe Polygone P, Q mit je n Ecken 

gegeben. 

Zeigen Sie, daß man 

max { 1 x - yj X E P y E Q} 

in O(n) Rechenoperationen bestimmen kann. 

Aufgabe 56: Seien A, B Mengen in der Ebene mit n bzw. m 

-E lernen ten. 

zeigen Sie, daß man in ~((n+m) log(n+m)) Operationen entscheiden 

kann, ob es eine Gerade gibt, die A und B trennt. 

,--.___ 

I r / 
\ 





~1'1 
~ 

_,. 
' ' 

1 
. 1J.:.. .,1,t-. ~ 

):;/.,„ T~~/L 

1 ~ -

-i. -- • -

' , -

r 



) 

, \ 
\ 

\. '\ .. \ 



\ 

( .-11} 

1 ' 1 

\ 
\ 

\ 

·-·) 

T. L: i' 

·i-

T1!) _ f: . 3. 
~- - _ _j __ 

' -1 

, 

i 

c 

... - --„ ----t-

: 
·---r-· _.__ 

1 

i• 
~,lt 

'..la-t(L 
1 

1 : 
'.c...q_,l_{ 
' • 1 -

-~;· 

-..:r -- . - , - :_ 
t-' /l'I U LI 

~ . . /- -

·f ~ !~ l r: 

_f41f<.lf, 
1 

,e;.,..,_J.- F ,.z;: :.< · c ( 

' ---/ 

t-

:?'1. 

;') 
J 

j·- -·-

1 
----<! 

- : --1·----' . ----- .„ -- -. ·--- ,___ 
~{~. 1_,;/k..bf ' 

~-----:-- --t-- -, ----- ---·----- - -~ ..J-·----

f~I~- :--· \ ) ! 1 

1 ---+---- -+---- l 

-----1-__ .,; __ 
1 . 

!----~----
' 1 

1 

I c.. - ~-. 2- ·; ~ r-t. „ ! V 1; - () ( t . - f -

; ! : ~ ! ' I : 

C{'V), ~ i 1 ~-1; 
1 

-1- ·' ,, z.. 0 1 l -

1 

L 
1 

t~ 1, 

'· 

'· ~' 

• ,1.: 



\ 

49' ~ ~- ~- (oJf.o;t ~ J l>. (J,µ( f)ß ~ , 

~ "'_cJ~J.o·(<J1.i.&PJp:::: 
,)'0 d ~ 

( ~~) D c( 0 1 f) -9 

(~1~· 1 fJp:; 

~,,(("} d) ~- v-( ("} ~) .ß · (P') 17} ~ • ((X) f) ,,.sJ:: 

(
. Q< ;J_:!. S-~ ) _Q 
( "J 11 (") f , , 

(( "") ~) j,~ •((Y) P)>· ~ ( :~~-i,) ~ 

\_ '\ ., 
'· ', 
''<'· .... ·: 

' ' -·~, 







J"1 _tLU~ r-1-1--l -t----+·--1·----~--~ „~ ltUJ-l J~ -+~;i-11 _ _L. -J__tj L11~=IIJ __ 1--l-1--[_._1_=:1=:1-ITl-J=:.r-ccr, 
---H-1t=:1=1-+ _ 

1 
L -- 1 , 1 · 

1 
,_,_,_: ~--~ !J 1 1 ~-1=1-Fl -~ll 

±bLl_JL 1 1 - _ q j ~ _> j- · [--·~ -l_J 

1-1 l_I 1 1 ? -· 1- -"'1" I 'Tfi---~--1 __ 
_ J--~J- l t -11 . ~ ~" "'u '") ~ I> r) 
_LI 1 

1 

1 < ~-l ~ ~ - rt~h- . ~ ~ ,,_ „ "1 . 
9 

L 1 _ _J 
LLI I~,:~ 1 " ' „ •-•' 'rr " "' •· ·-M .:-r _>j ,, 

1 1 ''i) (t~~R?O"I ,"'. i i , . -. .VI ~'?}". Ur(..:.: 1 1 
1---1--'• . 1 ' • ' ;M, - ,„ . . [J'.c__ 1 

1--:i-~ ~ ~.:: .)<, 

· · ' . i f' ~ ''*'' 1 i_"'l_i-..tn o 'w 9 ' "'t _ ,,~ • · '~""' Tl"' 7 » · '' 
1 1 1 . I - 'yY • In'>"'• -j , 1 !° 1 1 1 1 1 

' i ! 1 1 1 1 1

1 
1 1 1 . 1"' = 0 0 ,, • ~ „, 0 - ' - _• _ __( ') .,, • V 1 . 

, , , , ' .1 ' - 17 ,, • ncm J 1 
' ~ "" >'I • p = ~I. 

II"" „ F'11 . '1-V •W• ! .. 1 • !' . '. ~/ ,J>-, .. r? .„ V 1;; ,., 1· ~ rr ~fJ>TOCJ 

+l_L±I 1 . ---- 11-- -r -- -· , 1 LLL--
__ _1_1 l __ L 1 1 L "J'7 7 i C 11(r.rn•.1.i1LC~~ '-f'•r'-" ~ 

_j · u :Z-Z.~ 1 1 1L' 1. ? . i.. 
~-l_I 1 1 1 t i-L=_~ :::> 1~- J ::r D JI ~ JZJI = ::b JL'L !L,_:::. "7 

, 1 1 /, ..._ 1 ~ i J - 1 I J,I?- J •- . >1 LV" 

.I_ 

±J_l l_JLI 1 L 1 . . 
- _J_J_l_I_ - _L 1 ' - ~117 ·1· .„ ;~„ IT' " 7J : .„, I J 
_l_l_l_l_l_I ___ l_J_J __ ~_„_I~~) \ 2,~P!'." ...i ~~. . _ 

tt1+~1 ·1 1 '- 1 '"") 11'„} J - -/' ,~ "·V''l''' ·~ t. Vy "''- J / ;:, j ; z ~ prr. ,„ 

1 1 1-l__Lly __ l_h-l~--· l l __ J _ ._ 1. l_L ~-iP~1--+--
H~~J.J1~ltt' 111 z-rry-j~~ "'"y 1 ''E.(' izlT~ i.."11;;v<: !_' L ~ LL L 1 

-

IT„lhl~rrr··fL1 lm~r~I ""f17l 1 ~~~1 1 „,,..J.~~,„,,.,i,.} :2.) · .- · · · 
1

---+--n 1 1 1~rc:r::c1.1 1 1 1·111~1'1 1_~~-r-·~ 
-, . ,," ... ~.,.-,i& uj vi 1?.,. 1 2- L 

' . .· _I ~ v '"· I 1- v - '-•. / 'iJ ·-:1 ~ I -V' - .i ' ttt:.n::t=LI (J • , 7-. ( i., ~, ld r;J / - 51 i l p vy)'i:.~ ~ . 

,.. 1 1) J p 1 _J I_ -1-L : ir ~, ., . ;t?f;1r'ir'' 1?"11'J.4 ~ "}1 f',f1 \7';i~ f ~, ........ „d)y1:1 • >JE1 . . . 
r- II 1 t 'P' 'r,;"''"VTI// [5 ''1-' 111 l/v :> .,,.J i.' 
L 1 .L~_I . . {; l-;i,--/7!;-/r J Ju-=J-d. : ,o /V'p r1f1 

LL_l-r-- __ LLL . _r-- r-- U~Hl~ ~v; ~- rzJ,. f7U rc.r n..1 _J__ 
LJ ___ r--_J __ l __ l~~-·-~I 1 • - i.. ,~ h_,_-„h- _L 
1 _L S ~. I".~ '17 .~n ... ~ ;;;;:;' '-"FI "'fl.VHVf; ·rv I ~/~~ 

1 , -„;. 1„„ 1-1 ~ I _ _ 1 _ -~·- _ ,_ ~ _ • _ • • 

L___r--_J_H$~r--l __ Ll ___ l_*I 1 1 1 1 LJ__ . 1 1 L i. 111 . . . - . mrvp 
.-.-.~1-1 r--r--~ . li1_L._CJY1t-vi - 1111 rr „ .., 11'1 , 

-·-·=ri-1--1--~ 1 7-~~11--c-•~--~l-f~~-~l-~7~ - ·---1~-·~--
I 1 1 1 · 1 1 e: i.H& :~ [;; · ~ '1· 7 - 111 t:- ~ =: ," Y 7; 1:. = r "'IJ w , (, = .„, 1__L_~ 
1 1 1 l_J 1 () 1 1 
f-l_LL1_1_· ___ 1 1 _ _l ___ L 1 , f'?? fi.O..I nrrrrw"r,;i;·~-). ·o -~/'o/ L 
U_l_I ___ l_Ll_l_IT__CLI 1 LL 1 1 ~~I r--r-- ~_lj__L 
~~ 1 1 : 1-H-j .LI 1 11 ' 1-f-·L >. (.? ~· l: ~1„·~=-!>_~1"' ~~ ) __ l-LJ J_ 
1 1 1 t±±1 1 1 L __ L ·-~ ft-~t:~ q~·-·" _ 
_I L~_ICl __ J 1 1 1 · 1 1 1 1 1 l_J 1 ~ J C _J_ 1 1 
1 1 1-L_llii=l_l_I LLU _ _I_ 1-. 1-~ U f" zri-.l_},irp _ :µld~RJ-
l __ I 1_1 _1 ___ 1 1 1 1 1 1 1 1 11 1 1 i 1 1 1 !Tl . 1 1 ff' 11· 1· fl 1 I_ I_ 

.'..... _[-:::t-1 1 1 1 r----t-H 1 l 1 1 1 1 1 1 1'----!lj--t-1- -1 1- 1_1_1_1 .-1-1-1 1 



-

..j--J-j-f- · L+-+-+-t-J--r1 

- 1 1 1 1 ,_LU--t-++t1n-Ll--1-+-1-1-r 

-

l ' ' ' 

~l_LI ___ . ±±J [::::[---f pl c::t-:k ·~, .. ,··:-LT" ' " ·' P-111 ±fjj_ 
._f _ _LJ_{~L HLttt~L~c'->~Jlt~ ·l+ti~-t_--~ ,_[~±- 1 L L l_L __ f _ _I~ 1 L_J~~f 1 ·1-1 L~-1 1 ! 1 

1---1--.-. ,_J_I ~-t- t±t „ 17 i~r-1.1. 1~_: ''·r'tl[ 1 t±-
, ___ ,_~ l f---- - lmm:-111 l 

. . "· 11?, i-,T~fr ~1 ~.llJ· 1-i (--ri~ 
~ /1 C · 1. _ - 1 , . 1-·l1 B::::::J 1 , -, , „ = ( „ „ - '"'' „, r ~·, dffi. 
~ 1 1 LJ l 1 „_ 1 1- 1 1- ' , 

[J . _J " 1 ). j "' -. zr ~ <_). J ~ rp "- ·~ ·1 

::::-:~i ~ · ·-· ~·-,__L,_ __ 1_L~.L~~~~--l=L -l --rL L ,.. ~ 1 t) 1 ·1 1 { Q , II~ J:= (:„,~ ,t:J j = "' )'v-\l r • ._ ~ _ Q,_, = ,_ ~ 1, - ~ \ ·• •,r_:',~ , ,frjrWc--+-
-~ p • „_L 1"±->1 I_ ~-fo 1

8
1 . L J->;, 

- - ,,.. r - r ;,/' .,.•!iij - .., - _1:__ t 0 _I __ I P < \. 

_, __ ,--+-- · ',n ~„111' -1' J .:j_, • .'!l".l__:~_~,.~J -~- J "' ,r,•y ··~ ·: :,V l' Y v• 
1 - -- „ 

- 1 · ;, _,,.-y ·--;:z ' ~ 1 , bV Q 
--1-1--1--L->--- • - -')- )t;;;;i --• ./- f-<17)_ _A -r . \ • . j_j(~", ""'rr • l!. .J 7 • - f /7 I """' -: V '// \ 'J JT ~ 1V f) P1[.!i' iD. ~1k[7 _ _:_E'f'.l 

' 'I .J LL . "' ijt-
1 J J 1 J ~v•"""9-, :~m l'P l/ ~! YT ; - / • , •;: 'l . " v""l_IFf' I"' -_,. f' ~CT~ "'"']_ , df-· i _·- : 1 =J 

J t J ·t '+'t~ • ~ ~ 7 
1 >------- - ----i--c--- ~ 1 ' 

--1--1--1---+---1--~- __ ,_ 1- -- ~-:---- -! j:;;---:_r· f '· rr1 . '".YJ'I rtrr r ll'J~ 
1-->- l 
_L ~J- . f --+-1 __ 

-1 f 1 J_JL ___L ~ ~ rßW 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

--J--f---l--l.------1-!--.J-t--,___.., 



· rT-1 - 1 i ! 1 1 1 1 1 1 1 1 i i 1 i 1 1 1 1 1 -1 1 -1 · 1- 1

1 

1 1 1- 1 i 1 1 i 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 &~ l~J ~s-1-1 1 1 l _ I I_ 1 1 

1 · Lxl cl„d~klcJ -IMIA,it(i)) et lc.c·ii)-1<><1 cl4) ({1 1-1 1
1 

1

1 

1 1 -1 1 1 1-1 

1 l~~fo6L-~l)1tz_1r~,,-~;~t~dc1 
l : l i 1 :· i 1-__ I _i I_-- r 1 1 _ J 1 -1 l l 1 1 

11 -· 1 1 1,·~r---1 1 1 1 1 1 • 1 -~b~i L 1 1 1 1 1 1 1 _I 1 I_ 1 1 1 1 1 j 1- 1- 1 1 1 

1 l~_k~_i_ ~«t ~l l_~1f_',~ 1trd~l-~;t~ {.t's),Y~_· )[~ ... 
1 1 1 .1 

1

1 1 1 -,-__ ·
1

- 1- 1 1 1 1 
1 1 1 1 ) ( .A 1 1 1 1 1 1 l~_I{ ~I 1 1 1 1 _J 1 J _ 1 1 

1

. 

1 

_ 1 1 1 1 1 
_ 1

1 

IA l f l l d x 1p -tJ {} 1 -~ Jt ==! 21 {{ cyt ') L lc ;1, J . 1 1 1 

1 

- 1 .- 1- - ·-· 1- - 1---
! ! ;:} 1 1 1 1 1 l 1 1 J"= t .1 . 1 1 1 1 1. 1 . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

g.J{,J : 1ca~ .tk r4l):lcr:I~) 14 i ~ k' yilt-_1 1 1 1 -1 1 1 1 1 1 ·-1 1 1 _ r 1 1 . 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 /= 1-1 1 1 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 1- - I, 1 _ I_ 1 1 1 

1 

1 1xr-1xr1-r·1~rtkr~t1;(1~1J~tpJ l 1. l l ! 1- 1 1 1 --r--1 l i i 
1„ 1 li 1 5f l 1 ' 1 _I 1 1 .k ol 21 (~. 1 r ;oß 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 

1 l~l iit,is(1 11'-(·r"\ !'\~ I/+ 1 5 ~1 7 1 j4: 1! 1 1 1 1 1 1-1 1 1 1 1 1 

1 1 d'.6-~~v:t.k.<V-.11 -l4l;J4!,ut~lf xl5 >-fi·~::;>l_~~8 tdx5l)Jic~5JI. 1 1 1 -11 1 1 

1 1 1 ! 1 1 1 1 1 1· 1 1 1 :j=1 Wrll 1 1 - 1 11-1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 ~-d J llrfr-.lkJ. d;l[-- ~4tljj ! 1 &rc~/ @fj 1 la- 1 r) l lJ;~ 1 1 1 1 1 

1 ·1 1 1 1 1 1 ! ! 1 1 ) c)) t 1 . 1 1 1 1 1 1 ~T f 1111 ft1 . ! 1 _ 1 1 1 . 

1 ~11AI tf j !l j 1t ;1~~- I~) IA ~ ·1 l f 1 l:j c) 5 kf ~ "~~ ~ J -1 Tl11t;-,J _ U4;Aifol L 1 ·Ü l' 
1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 s- ~_,, 1 1 : 1 1 1 1 1 1 1- T 1· 1 1 1 T ·r_ 1 _ 1 1 1 1 1 : 

1 1 1 1 ß.eL 1 : 1 J rLt ) i= cl r Al-~ L ~ ~ 1'!. L 1_ 1 1 1 . 1 1 1 1. 1 1 1 1 1 1. I_ 1 1 1 i 
1 1 1 1 1 1 ·1 1 I~ 1 1 1- 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 _ I 1 _ I _ 1 1 i 1 

I 1 ~kJa. l fulT l14flvf~L ~ 1 yl e f?<. iw.tJ,„ttl<lu"I ,u1,~\_7~ J 6J'(i ·Il?-~ i.) ö}~.· : · ~Je„l *l1:11l 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 · 1 1 1 1 1 1 1 1 t 1J~ a1 1 r 1 1 1 1 1 t 

1 ik~I : H.Jv 1 ~t trc 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 i 1 ~-f 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

11 111i1111111!i1 111L111111111!111 ! 111; 

1 lc--rl,:IA Wd;iW~ k~. tt_uL-4zL ~ ,lul), V. . 1 k1.l_h __ IA+~~,J 0-1 l ~ .,k.j t..~ V~0 4J/~li 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! i 1 ! µ 1 

-1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 1 1 !Ji 1 1 1 1 ! 1 1 

1 1 1 ~/~ 1#(4 d 0·-kb- ~J- ~1! lßekl"'!t .di.I 1 1 1 1 1 1 1 l ! 1 1 
1 

1 . 1 1 1 ! 1 1 1 f 1 ! ! _ ! 1 1 i , 1 1 1 1 1 1 f 1 1 ! 1 _ I 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 . ! 
I~ 41. b 1: JlltMMk,ut A)v> bA ~1- lv~ .b-J0 ~,,JAI ~ b-<ic. .[Ln-}, rl);le1J,nd!M~11'-uUl4µ}~1/l ! 
1 1 1 1 1 1 1 1 · 1 1 1 1 i

1 

1 1. ! i 1 1 1 1 1 1 .1 1 1 1 ·4 1 1 1 i 1 1 1 1 ... 1_1 1 i 
1 1 l?JaJ (. ,t) Ä {i) l ly) 1: k llxH ~- ~"I ·.I 

0
1 ) LllzP: k. J_ ~r l k 1 IY.l d_

1
, ~ J---b r~ .. 1 ,l. hy). 1 

i 1 1 1 · l 1 1 1 ·.1 1 1 1 1 1 1x„1_„ f- ~~ r 1 1 ! '1 ~+ 1~1'l119 ~ 1,&I I> 1 1 1 1 ! 1 ! : 

1 1 1 1~~ LY.1 Lf~~. ~.„~_1'· !c'luli ~tL.-La_lt /~. 1 1 1 1_ 1. 1 J~-[' ~rl ·1_. 1 1 1 1 -, 1 i 
11 , 1 1 1 1 1 1 

14~ 1 ! ' 1 1 1 ! 1 1 1 1 1 i 1 ~-lllo 1° 1·- ~:. 1 J 1 1 1 ! ! 1 1 1 1 

1 1 1. 1 ~ u!. LI) .t (,uo~~-:l~:t; !iuJ __ J l 1~I)1 ~A~l)"'.I -~AK.I~} jo 1. ' 1 1 11 _1_ 1. 1 1 1 1 '. 
1 1 1 1 1 1' 1 1 1 e1 ·1 . 1 1 1 1 1 1 . i r ~ V'-1 1 ~- ~~: : 1 ·· 1 1 1 J 1 1 _ I 1 1 ! 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i
4

" 1 Mi„ 1"-r ä! 1 1 1 1 . : 1· .1-' il: 1 _ 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 L 1 1 i 1 1 1 1 1 [ 1 1° .r- 1° ~-1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 t I! 1f juf )1 ( ~ )b dt c.lr a öl JT 1 ~ W0~ vJ 4-~f i ~J-,z 1 ~) l=ltlvt-_, dur t~l,. 1 tiCf)l 
1 1 ~ ( 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ~1.l 1 1 1 1 1 1 1 .1 1 1 J-JZ :f l 1 vt'f-J i & ~ Jz v i 1 r t 1 

1 1 1 1 I J-{)) !. I _ 1 1 ) 001 1. 1 _ I 1 1 1 ·j'. _I 1 1 1 ( 1 j 1 1 1 1 1 1 i 1 -·--1
1

- 1 1 1 

1 1 .:J-1 )I Al.:] 1 d ul' lß ·t lt l [1 5 ·tlli1 1 1 1 ,'w 1 I J 1 ~l .J e-l,t;,~"__L;I 1 1 1 1 1 1 __ 

1

_ 1 ! 1 
1 r 1 1 1-,,~ 1 _1 .1~ LJ.114 

1 1 1 1 1- 1 1 ~ ~r. 1 1 1 .r 1. 1 1 1 1 1 1 1 L 1 

1 1l4~1=fLiu'!i'10~1 111 i l::l.~ll'lr~J'·'t-Y~=l.rl)'~lu4s_l~crl·l~~0ffJ~~()'d"'·frri. 
1 1 1 1 •)s l"~()'k k-~ e~.Ju.~kl,zi)! r,~,~ 1 1 1 1 1 i',~d 1 1 1 1 1 1 1 1 ._„_-__ l 1 1( 1 

1 1 1 1 1 l 1c + 1 1 . ~ 1 1 ! 1 1. I_ 1 1 1 1 1 1 1 '1- 1 1 1 1 1 ! 1 I_ J J 1 1 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i_ 1 

l 1 1 1 1 1 II 1 1 1 1 1 

1

1 1 

1

1 

1

1 1 _ l-1 _1 -

1

1 i - 1 1 1

1 

11. 

1 

1 l_ J 1 1 
1 

1 1 1 1 1 1 1 1 l 1 1 1 I 1 _ 1 1 I_ _ _ 1 J I __ L __ I 

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 ! 1 .. 1 1 1 1 _ 1 1 I __ I _I 

I 1 - 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 lj- 1 1 1 1 1 -1 1 1 1 I_ 1 
1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 - . 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 

1 1 · 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1. 1 1 1 1 1 1 I _ J 1 .... 1 1 1 1 
1

1 

1 1 1 1 1 r 1 1 1 1 t 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1 i 1 1 1 1 1 



-1_- -- -- -1-1--=J lj- -+=1-t_-j--J--[-:_-[---J_J ___ L _J __ _l_l_[ __ J _ _J ____ _l__J ____ LI 

~r ~ •.. -•·-·~····~-·J;=.}~~~]~-~~FFI}~=J=t~•.1:== ···~-=:: i~~1::_1 __ .1 ___ ~1=f 
::: : 

1 

1 1_ L: 1::1!:= 1:: l_J:::l:: l_::1+t-H±H=1J+- 1- - :::_:: __ t _ :: ::b _ : ::: 
::: _:· -::: ::_ -:: _:_: _ _:: ::- -- -1 -- --- T - -- j---- -- --·- ~--·--~- __ 

---·--~~------ ... · __ . _ · ---- -J_[iL LL_L _L [ 
--·----~-·~=l=~i+1+ r a l r r-----1--·1·--1--·i·-·ri-- ----- _L -- J l 

1 t_I 1 - 1tt1-r-1tt _1= ::· -r ~ : -:.: ::i::cl 1f ::t: U L: = = l_ -r-= :: = r::J: -- - , ____ ·---

-. _rrrTTn __ r_r=c::l-f=l···~· ~f ! (T~f 7:1=-,,~~J!I{f~2tl i i .... 

::.=-==~-~~~~~~~~~~1~1-' 

--~--~--·~-~~-·-~----·--"-·-- ___ ,_ :I:>- r'J7_:f_„1_ ""- J:T ~J1 - -J·-+-r.-!)-11--i,J~__ ~L- -- - L __ L _____ I 
-~~--·--·----·~---~--~~-~--~·---~-·-·-~· ··=-.- ----~: -~-- -~ - ----- -- ----· -- --- _]_· _·,.1_ -- ,_ 

·---·-·--~- - J_ - \ )t-r-;!O . . ~ 

-·- ·-- -·---·-~·~~-~- - . - ~1- 2. ~ - -1. _, , 71·-· t" L 1 

--~· =-- = •· -=~ =~. _:_~.. ----·. - -·~.--f[1'~ --~JqY[Zl ~r~r-·· 

-·----- -,, --r _ ----- - - -~- --~ . , ___ J__ _· v_---~ -~;--o · 1 -; 7f -ri-1
--l--n--r - 111~- _, X - - , _ __l; . - -r: - 1 

r_rrf ·- ~-rrTtifftrf FFffi"I ~ff---. rrrrFf f 1-t 1(~1=I 



~' jJ l<(i 1 :: f i.. p ~ t u 1 A: l i.i) "' tt . -41

2 ~ • . 

0<ld~,..~i~ k. /:-1- ~- (l1.;.. i.::2i) 

w -&' - p g_ 

....., 
_w Lf = wl1 p l( 

P( :: { <?~, P7 ,~'t', ;„, 

"..,. ~„, r~, ~9. > 

OiWz) j) _ (""'O·) 1 _ .
0 

, 2 - o .c ,-1 = -~. 
2 wt . 

/ __ , 





1 T 

( ö IL ~ 
fA A 

/( 

~? V "::') ,.:;_ -= 0 f ( 1/ ( . ·'' 
1/ ~ 

f =O 
„ 10 "( '<.. 

r'<~~ 

ß" s 
lll t. - ~ 

- b 

~-1--t---1-~t---1----1---t~-1--1---1-~t---t----i---t~+--i---l----it---t---r---t~t---j--j----j~;--;---i-~i~-t---r---t~-r--;---r~r--t---r---t---i··~ 

l..f . ,~Dd_, ;/A, ;·11 "'1' ,, ,/.'A llAA, :{; .p;,1u •'Al.d ' 

IA/ +~ 4 •/ 
I "! 5 0 

J J ' , f =c :i .i·:: n 
I .• „ ~ 

l :::. c 
N c ' (/ ~ 1 

i=" tl ' Hf IJ .l n -~ 1 -1- .:,i; ' fi i 1 I ;f ' 

. ,~ 

a ' J, <J • o· o , J'' ~-z c .,, ' '- " , 
(~ r. 111 :::' r -- 'Cl • 1 ' (\ 12<1 () iJ .., -1'\ 1 ::: • t.1< n ~ f . -

\ 
, . 1 • 1 1 \1 ' .„ \j ' "' 1 ., 

/1 ' (, ) ~ : f) " - ,7 \/ :=: 
/ 1, (] lt 

' - . .! \ 

1. Pf..j.,j„ r 1 'Z) ,,,. c d 11 u .._„ 

( \ = IV_ ~ 'y !:' H (IY:, V ·;:o lt-
v ' Z '< 1 W +."[ 

'- ''V: ...._ 1 

+--+--+~+--l--+-~l----+--+--+~+---l---+--l~+---+---l-~l----l--~--l~+---+--+-~l~-+--+---l-~+---1--+---l~+---+---l-~+---+----+--t---i~· 





i 

-- 1 

,, 
·,I 

-- ! 

i -

--- j --1-

1 
1 

- ' -- 1 l - -: -

-- I __ _ 

i __ ~ _ L_ 

' _[ 

--1 

' -- ! 
1 

i -

- - - ' - - i 
1 

- i -__ l__ 

: -- ; ~ . : -- -- - 1 - - 1 1 ' - ·' - ; -- j -- i i-- - i 

- i ) : ' 1 
-) i _u;, , 'Jr fu / J f '2,f\ I Y,„;,. rl r T . , ~' 

P -~.. . ~71 r ~ lÄ J.r - _a. . -1,.i(" , , ~ , u ~ F""~ ~4utZf--
\ ~ i : ' 

-- f-

i 
-- ! -

- 1 

! 

1 -



i 
i-

_ I _ 

' 
1 

-i-



- 1,( 

-- i 

: -

- ,_ 
' 

' -- - .i._ -- :-

' -, 

-1-
' 

_! 

1 

, c;~-,-11·=·(-i-~,_(-r,1:1).: 
. . /.1 1 

p ·~ I! l_ , 

11\1::$, 

! 

____ l 
! 

1 
1 

- 1 

, _ _ _ _ i L 
' ~I „...Mß,_;, - i_ / : - J! 1 1 

.kt,. vy''"("I ~'·· 
: 1 : ! 1 

• 
1 

- l i - : 1 1 -

- i· i, - _, 

i 

-- ; 

' 
- -1 

1 i 



.><i:;)--.>c"'I-:;- .x„ _,., ' 

x.1 X$l •. Xtj~ 
1 ' 

'. ' ' ' ';· 
1 1 ' : : lT (1 !>: 
c;,.Uuk6'-.A~:,,Cl=-e ! 

i..,,. I i , 1 ' • 
1 ' 

1 

- 1 

i 1 
L 

i 

1 

'! 



i--

-- _ l --- 1 

! 

- ' 
1 

1 1 

. -

1 

1 

- i 

' _! 

-- 1 

- ~ --

--1--

1 

1 

i 

~---

1 

- t 

~~A 

- ,_ ,, 
w;. = 

: I 
-~ ' , .c, llis k-;ztj: x· 
,r= __ _,, . • s 

------------,------------~---

- -i 

1 ' 1-· - - _,_ 
1 

-- l 

i i -

- 1-
"'!1>- i 

! 1 ..,. - . „_ 

'1.11 ' -
~ : 

- : ) ' 

1 

_ I 

i 
-1 

i 
i 

i 
1 

! 

'l 

i 
-·- --

1 

! 

i 

T -

i -- -

! ---

- i - 1 

1-

! 
1 

1--

1 

! 
-- -, i -

! 

: 1-
! 1 

1 - . 

-- 1 --1 
' 

-- [ 
1 !- i --t 
1 

i 
-!-

- 1.' --

1 

j -

[_ i -----! -- i---
' = () -- ~ H t- ~I -

i 1 ' ! ' _!_ _; _,_ ,_ 
- 1 1 : i 
c ;.::-_Q .-. :IA r /1

1
· -

• 1 

- 1 1 -

! 1-- ; 1 

. l.ti ~:) 
i : 1 

' i : 
__ j ! 

1 1 

1- 1 

1 

1 

1 

1 i -

1 

-- --- ( ---+ 

1 

! 
- i 

- - j 

;-



-~------- ----- --

'; 

1 i 
i 

1 

1 -

. 1 



,1 

__ l 

-- i 

___ l 
__ [ 

1 

. i 

1( 

-! 

___ l 

i 

i 
. 1-

--- i 

l -
1 

----- ;-

' i--

1 ---t-

l --- : 
1 '. 

1 -, 

---! -

-- L 

1 

- 1--



-~-
2 

1 3i 
J _ --

'-(! 

-f 

i -

,_ 
1 
1 

! 
1 

1 
'! 

- ~-

1-

!-

-' 1 



' ( 

1 
i -

}---

--1 

i 

-- C-

[ _ 

" -
1 

-- ! 

1 -

! -

- -J- --

----- j 

' - ! 

- --1--

_, - 1 ---

i -

i - j __ _ 

l 1 ~ 

1-1 1 

i-

1 --
1 

- i-----

1 
C-

! ----

- i 
1 



1 \ 1 

- - ~ 

1 

1 

1 1 
! 



i ( 

- 1 

- - i - i 

--t----' - - 1 

;( 
- 1 - 1 

-- L 

- i 
! 

'l 
' - - 1 

---r -

'1 

Y~:11.2 
- j i i 

&i-~ V, " 
1 

' ' - -1 -

i 
-i 

i 
-- 1 

-- :_ 





-1 

_, - -- i 

- - --------------------------. -----
! • • 

- ·-- ' 

<n ~- a.""h-<=') .::ts • cL 'F.I: :bs-""!, q, 1J-1 s. ~ ·c;,_; 
: i ' 1 - 1 L ,i i ! i 1 L • i : 

.k,,,u},rl!JJu,;,,, J.,h,„„~,. A ' J. -4J'' _ ' ___ .. I'! ~ 1 1 1 Ai • - f .1 -r 1 1
: /,-'_ - , ,,. L.~;u11i~1 1 J~ ... „.„ '--r""""'._...,..,.v..,.,........,..,>-";'"'' - - ·< A ~ - 1( 1 f -~ "! f IJ--i f ,« (-' '1., '-r;l-": "'i """i'V"': 1 • • 't i'~_ -

, · 1 1_ : : : u
1 

: ! ! , ~ 1 i ; ~ 1 : 
1 

~ 1 
j ! :- 1 . - - - 1 - J_ i . -; -1 1 : i - ' - : J- -1 1 

.~AM, ,-=/f ~~k. . 1 'Bf4tw,,l h;, ?/ßvJ~hw~,,-/,f,,;t. ·· 1:,; ~-7„_e;i- D~r· ___ ~ ' !~ &, • 
1 • 1 ' I '('."" - -_ i'TJi~VT' 1 1 -' 1 .J' 5 1 1 ; 1 1 : 

1 1 1 1 1 . 1 ' • 1 ' ~ , ~-ur -:- 1 , ~ p _-~ ! „: - -. r _ 1 : • 1-- . • r 1 • -- 1 _: ; : -- ; : - ": - ~ cry ._ --- '1-&-, ·~ .. , flt/JI', . ',/!:;~,//,,„ '~1.ÄA._A~,,dv_ü·) . .,,,/{fh.J;,,./ ~-~~, 1 -1 '. 
1 r !'"'LV'~ 1 -- :7T"""l~- • 1 1 1 1 , j 

l 
1 

--- ! 

i 
-! 

__ l __ 

! -- . 

: - - 1 

' : ' ' 1 1 1 1 1 1 1 1 ' '· 1 1 1 1 1 . 1 1 1 1 1 1 : 

)N. '=ikl t1 )-~ -r~J,{L,{i,,-„l~i-!. :L•- 1

·-: 1.;-1 .-:. !.,~I _11~J;,„: J„~r: 1 -! i 
-~ ---, _, :.-AX/JMf--·-:1·vrr·;·-~:U\f~~~r~·-1-' :--

: : ! ! 1 ' l : 1 1 1 : ~ - ; 

1 
1 ! ! 1

1 1 l - - '. ! ' 

-----i ~)Lis~ (Ji)/·.= lF ~;~(s), ~-6!A ,:.-~! iLkc!;tk_ !~1.1(~,v)=l-A-l~illr-A.1) Ji Oft/~. 
1

, 
• 1 • 1 . , t- . , . 1 1 • 1 • J, • , 1 ,· - r -1 1 i , °'"" 1 1 , . , 

: . ~ i , ! ! 1 , : 1 -- 1 l - - ! - ·___ i r - L 1 l i - J - , : 1 i 

---~ _ _1 ! ),_ , , - (' 1 ---: )' k r-p. : ( LJtr' i 1 )1 ~ t< • 1 1 

1

-.. i r 1 i 
-~1-'~i.4/~J<:. i-;,~~ 1=-lY:i)kl~_;4';1ir~1-:i;/~; := ~~;i\5·<:s;J1e.,./$ ·~ i _, 

1 • 
1 

1 
1 i · i f·," ' i ' i ! 1 1 I :.lf 1 1 , i 

-- 1 -- : - : ! i ---- 1 1 - i - ! - : -f;'f.f „ i - : --- i -- i --1 ; i : -
-

i, i ! u. 1 ! • 1 ' 1 . . ! 1 ' . 1 i 1· ! 

1 1 L ~ 2- ~ ' i . (s: )-r (! ~)' .:--1 ~ k· Ir· .s) '.:z ~'(„ LJ!_J~Fi r_,: 4 01, A/":,~_,,A '1_ 1 i 

-1 

-1 

1 

\ ~ ;;,
1:-i s~A( ~ : - :1< · > (~ l~~f .> i 

1~k: ~ 1 iLlo ~ r /v:~~J 
,t ~c) ~ ~- i \ ! , r - 1 ~ i r - i ! i W l !' 

; '1 - c --i i ! -; 11·_ 

- i 

1----

_· I 
1 

-1 -- i-

1 

i 
~--

i_ 

---- L_ - ·-
i 

--- 1- ----1----

[_ __ 

- i 

-f -

i 

_/ 

__ , 
' 

_[ -

--1 

i -

L -- l -

- - ;--

- ! 

- ' i 

1 

i -1 - ! 
1 

-- 1 

1 -- 1 -- -l 

-t---- l 

- ! 

1 
[ __ - J_ 

_ ! -
! 

- _, 
! 

---i 

1-'--
-- !- --

- ;----c_ ---

---- ;--

- - :--- !-

1 

--1---

i 
1 

-1 

-

1 

1 

1 

--t-

- ! - • --- 1 

i 
! 

- i-

-1 -1 

-; 

---! 

__ I 

j 

- L 
1 

1 T 
1 

l_ 

i 

1 
- l 

! 

L_i 

i 

-- ·i- --- . 

---- i 

---t 

- ' 

1 ! -

' 

-1 
i 

! 

-- j --

1 

- - i 

_l_ L._ 

-- i 

- i 

1-

1 

1 
i 

i 

i 
__ l __ 

1 

i-

--j--

1 

- i -- -- 1-

--1-- __ l 

T 
1 

-~-



-i 

1 _, -i -

1 
1 

' 
1 

-

J 
' 
1 

1 --

' 

-1 

-1 -- t 

-i-

~ - J -

!-
! 

j-

1 ---

1 --r-

l 

L_ -

1 

-

1 

1 
--

---: 

, __ 
1 

-

i 

' 
1 J __ 

' T 1 1 :--.-- 1 

-

-: 

\_ ! __ I 

_j -

----1 

1 

1 

-;---

1 

-, 

1 

~J __ 

i 

1 

/. 

1 -

i 
! 

1 
1 

+ 1 

!-

_l_ _l 

1 

1 
--

~-
i 
l -1 

-1 

1 

__ _\ 

1 

--

i -, 

1. --

1 
_j 

1 

t- f 1 

'·--

1, --

1 
1 

! -1 - --

i 
--1-

i 

--- -· -- - 1 

i 
1 

! 

1-

! 
1 

1 

' _, 

-- J 

1 -: 

' 



--- T --- J __ 

' - -- - 1 

--1--

1 -- 1 

-- L 

f -

1~ - i --

__ i -

,_ 

--- - 1 

T-

! - ~ 

i 
Ja ~ 
~ '<} ~' -

1 1 
1 

,_ 
i 
1 -

i --



~- -i--i-+- 1 

1 

I_ 

' 1 

i -

1 

L 
! 
~ 
1 

L ' 
1 

1 

1 

1' -

1 

1 
1 

1-
1 

1 

1 

-~ -

_ l _ -1 

---- 1--

. -- ~ 

-- - i 

1 ' ' 
,, 1 1 • 1 

-- --1 --l --r 

-1--

1 

1 -· 

-- - J _\ r ! 

1 . __ J 

1 

i 

-1--

1 

i 
1 

- T _j __ 

---+---

', ----l' 

i_j __ L_ __ J__j 

r 
1 

'' 1) 

--+--
1 

1-

_J 

J 
T 1 

: 1 

- 1 - f 

1 -, -

1-

1 

l 

1 -
1 

1 i ~ 1- - T 

_L 1 1-

' --: --1 • 

j__ j __ _ 1 ' --

-1 -1 

-, 
L 1-

1 

C.j- ; ' +-

1-

1 -

1 

-- ! 

,, --! 

! . 

1 -

! 
1 ., 

1 

T 

1 

r
_ 1 

! 

-1 

I __ 1 

-1-

I_ 

1 ,_ 

1 

L 
/, 

1 

-1 

- l 

1 -

,-
i 



-i- -

__ ; __ 

' -- ! 

·--- ! 

- fo' „,~A . ·,. ,/, ~, j Az• .A F d). 
- ..:~.J1f·' .~ ~~ ~( • -~_(;_ . 

-- 1 

i 
l 



1 

- i 

1_ 1 

: 

1 

\ 
1 

1 • 

' , __ -j -

t - 1 

i i 

;.......-: 

~,~„ f ),:4A~~ "Cb;.cj~(~ 

,-
1 

~ • -.! - : ·- "" ·: 1 : - 1, ' - . 

6.XJ~;+f~!. 
'' 1 ' ' 1 ' 1 ' 1 

~- :- l_ :_ -- 1- ___ , -1 -· ! i ' j--

·-'- J __ [ _ - i -

i -- -' 

1-
, 

_\ J _\__ 

- , 
! 

1 

1 

' -

--· 1 

' 
! 

1 

[_ _, 

' 

.L 

- _L 

', 
'-· 

1 
-1 

1 
1 

t 

l 

1 - ' 

1-',--' 

1 
-- l -

. i '1 

1-

i 

--i 

' 1 

- - ~ 

- \ 

1 

. t, 



:-· 

---- 1 

1 
L_ 

- 1-

- j 

1 -

i 
! 

f ---

1 

Ai= 

- 1 - j 

(~4„ o )1 , i - V-R- xi 61- i rß_; i 1' 
' •• 1 1 ._, : i. 1 ~ ~ o 41' „ A.e. ~i (: - , i Q - r~ , /., i 

! . 1 1 ,' ' 1 1 : ; 1- -. ' 

i 
1 i' 
1 1 

- i - - - t - ! 

!~\1; 
' '1 1 

- i 1- i -- 1 
' ~ 1 

1 ' '1 1 

! :i _ 

1 

1 

-- r- - i 

.1. - 1 

i 

--!--

- i 

1 --- l 

i 
! 

i 
' -- 1 

1 

- ! 

-! 



- 1'- ·~:·1 1 ':i -', ._._ 1 , „_ ' .__ ! 1 1 ·- ' 1 

./-h~ ,()<; - • , -~ i.di,. ~ ~ 1Uu~11~/"1' . 1 __ ,_ ,, ··-,--r-. d f.' . 1 [ f 1 -':; fl '/'-&,,' _ ytz[TI''-' 

! ""' , f;:,, 1J S:lf! ; ~.(' (VJ ~j! I 
1 -

0 

! 

i -

-1-m: 
1 -

i 
! 

- -1 

''(; 

~--
1 i t--

1 

'--+ --;,.,,, 

*-··_·.·_·_1 ___ , __ : ! - - - 1 ,-

H 1 1 -: ' - -- i --
-- 1 --- 1 

(J .o 

_!I] .• , 1 '11 
.,, ' 

lif 
w: 
l(f?. 

1 

l()f-Z. 

_..,, 
1 .11 ! 

i0~ 
l,A; ~ ' i 

1 

-'1, 

w~--t 1 

1- :J.t_-~ 
1w; 1 

1 :o 1 

io 
1 -

10 
-- 'tÖ 

f 
- 1 -

@ 
i 
1 ·r 

--1 
·1 
1 ..:.. „ 
~ 

--1 

~-1 
1 i --- -1 -+- l-
i - i -~ _ _j 1 

... .., io(~ 

: 1 -1.: - - '1 _ '~ "f" 

1 

p„ f'I 1 

l"F' JL, + ~l"t'-,_;-
.i.L ' "" + - 1 • ;, · I · 1 -y- ' :"" : 

1 ~ 

1 ! i - 1- - 1 

I_ + - ~ 
1 1 1 

:-- i -

1- -

1. 1 
- '- -1,-

D 

·1 

1 

, CU 

cv-
w ('. 
lcy ~ 
IW «--~ 
'-~:'*--.-1 
,<V - ; 

'1. 

().j 

:~ 'l 
-- 1 

·c:v.Y··--1 

~ii:.-~ 
i ,_ 

- ; 0( 

1 
! 

-1 1 
,,, -1 

.._ 
-'tv' w 1 

' cJ -w-
i- w' w~ 
i ,.,_ -l't 
i <4 -W: 

11- o.> lA. --" ur lk.„, 
1 

- ~ ~ - i -- i- -1 
45'1-<~'1 ;:v:;. i IA.-1 

1 ' 

il l 
i --_ 

i -

: 1 

1 1 

- 1 

---- i -

__ I 

f -- :__ 
' 

--- -- 1-

1 -- j 

__ I __ 1 
- -----i :--t +---r-

1--l 

-j 1 -

1 

1 

1-

-- i 

t-

1 -1---

_f_ 

-! 

1 
1 - - r--



/ 
i 1 ' ' 

: ' ()11 -" r1 d J l 
1 ' ' ' ' ' (,!J _1 ~ 7 ' : ,,:--. 

..>t ,_ 1 : i ' 1 ~ L : / - ! I 1 1 1 1 1 ' 1 : - 1 -- 1 

' ! 1-f I- : „,, 1 : ' ' ! i ' 1 ' -:J1 ' i . ' ' : ' i 
' : : 1 :D 'l'7 Uf 1 ' 1 : ' ' 1 1 i \.i CJ . : : ; . j ; 

' ' i ' : ~ ~ :ll> . ' 1 ' - ' ' )f' 1 ' 1J ' . 1 ' ' 1 ' ./J., 1 ' • - ' - ' 

·I, j
1 

II, r1~ 7i '°'
1

Q/I $e/~~1tJ 1 _>;:f' ~f:tl(~~ ~. J~;;o:Cl, ,~] (2/ -} j e//<;~.J~~!:),. ::, 
1 ' ' h . 1 1 . 1 „.„ 1 . 1 ' ~ ... , ) ' . 

1 s:. p 1 1 ' ! ·~ ! ' : ' : .,. u: . t' ' kl 1 • ' : 'f: 1 ' ' . i 31 TJ ir i -c:,.;;) :;;;- !c..1 ~ - :C... i i l ~ ;:~llC.') 1 - ! a: ~ '~(- -- _, ~-r'. llt'); ~ -~ d ('":7-JJ--1-----
i v.,_ -""! ! 1 

- ·' .... ( r.1.1, : ,.i01:j 1· ..L 1 • 1 ~- -_,.1 · ~ jO . 1 
.,,, (},/ v o ~ ~ r :tJ : 1 ! 1 , , 

, , ___ 1 /',JOIJ-ijH/_ 1 I. 1\ , __ V, ___ 1 _ Xf-. 
1 

__ ,----V . - ,- - --- : ----- -: -1---·----, -1 -, --------- ---1------ - 1 
1 r ' , l 1 1 

1 
1 . 1 

1 
1 1 : 1 

1 
, 1 1 , • , . 1 1 

1 
, 1 , 

1 1 : 1 ' 1· i ! ! i . ' . ! : 1 1 ' 1' : ! i ! 1 1 1 i i 
1 

1
1 

- : 1 : • -f. -1- : ; „-~:- :i11;- : . -i,-..;;- ~1~r-- ;-,-~ ~c-~J1 1·- , 1 -41 -.ii.' -,,.,~::. (' CJ) ;r, r-~ '.iYY?'l . . -- --+--" -
, 1 · : , 1 IJ.i (!( l?</ ,/ --': 'fr fu )r\ 1 1 < 1.)1'1 ' ~ ·5 { .,. ' 1 i 

; i 1 i i 1 i i ai ; -1 - r 1 1 p -1- - 1 : r i...J; - :- - ' : '! ' i r 1\. 1- - - ; 
~:\I,? 1 1 ~ ( c.) '·f ~- rJ •-- (' i ~-- (~] i/ 1 L~/7~. 1,,,._~,} w.i/ ~~ i m7 l1:Yi7J'-1v-m 1 

1 1 -Kj' 1 -:t , .v1 1 LL'(1-:r ! ·, 
1r~·v1r .,,../'jr0 Y,r( r~-n.,. ·:.r if! ·• 1-, ·, : 0 i ' ~ :· : 1 ! ;l 1 2/r· - ! -: '., r : -) ' 1 ; ' ! „ : ! ; : ~ 1 1 i ! , 

~' ,_ ' 1 _ : , , 11 ___ 'j,, 'I' I, · 

· i r#t~«l)<Yz!~t>r11~:-.irJ~:-i~1· :--:--: i~r~-:r~·~~~ 
1 1 • 

1 
, ! 1 · 1 , 1 1 1 ' , ! , 1 D 

, , · ! -:(fJJJ>'Jo-cz 1 1~(~JID 1 ~1(~)f!xk<~Jr(s-
. 1 1 - 1 ! 1 1 1 -- 1 1 1 j - - ' -- : _y' -- 1 '-f'' 1 - . ' -- ' - - 1 _, -- 1 - 1 • 

1 'J:.. /) 1 ' ' 
1 

1 1 J 1 

' ,0 1 1 7JJ. ' ' ' t iJ 
- ; i 11 -1- ; "<:-Y!_~ .;r__,"'1: ,-!I -=r1Y1 ~(f)pq)l_(hi ~-?~et ?1bJ~? l M~ d:l('"~ ~~~- (5 (I~- --

1 1 1 ' 1 1 1 : 1 ~ 1 1 1 1 1 1 ' 
1 

1 

1 '-·i c..i- ~-\-+,--.-fl})lh -1'---tf' --~f! 11( 3 if ~1 - 'ff .;..zl :f)(""~-"[nl -1 -! 1 ( ':fl'} c.)<'. J -·1 ( :J 1 ! ,...:; -t,)t ~ i:()(, 1 '/> §~) 1 ~ -· ;:: (1"J': (.,../"'f:?} ~1 / ~ ' 
1 .,ij „ ' 1 \." (! 'L. 1 ' ' 1 1 • - i - 1 r - - -11- f - i : · , -v--- 1 j - r-+ · --- j - 1 ~- j - - 1 - , V \ , - 1 1 - l --

1 
1 

1 ·11·:i,.1I,·,,, ·,,'~ 
' ' ' 1 ' 1 

1 - 1 - 1 , - + - 1 ------- 1 ' 1 - 1 " - 1 - • J !II( 141; 
1 1 1 1 i 1 1 ! 1 1 t 1 ::!:! .,, 1 ' ' : 1 ! 

1 1 1 1 1 -1 1 ) 1 1 
1 1 1 ' 1 - ' ' 1 1 - 1 1 1 - : -- 1 1 - -1 -- ,- 1- ; ~ - 1 1- 1 --

' 1 1 1·1 , t· 1 ·,~ 
r - - i 1 - 1 - - , i „ '"' ' o -j r-:= (ic,, '1 -<~ 1 ''l1-= V'V JT- 1 • 

1 1 1 ~ - 1 17 - · , -y 1 1 z l>r I +- l I 1 1 
1 1 : J- : - ' - - 1 /"31 r- :&t 1 - ' 1 : - ' - l j -1 - -1 - r -1 ' 

1 1 1 i]JJ_ ' : ' "-i l ~ 1 1 1 1 1 1 "9- 1 1 : ! , pjq..... 1 

1 •I }, ~ !- !i;.-..'?J ~~!( ~); J! ~ '21P: -z L~t 5-=-:Z p lz 1 _Z'- ;5 1<.J 
_ -~ „. 

1 
1 2, :~ _ "'' c _ v 

1 
, -i 1 , eh (1Y~-~.,.<?1 1 _ f- _ , 

1 1 2' 1 ' 1 1 ' ' 1 , 1 z. 1 ' (;><> 1 
1 1 1 1 ' \j 1 1 1 1 

1 .--;- 1-- 1 1~~1--1- 1 ;~:.-r- t -i -1 - 1--1 -1 1-:i -;---: ,,-,t --j-~- - r11- r 

. ~p1 J~:,r?J: .S:-1~Pi.z-~-s :p~-l·~a-~2p ~-r-1-si 'br--2„,l_p 1>;-« 
: - 1 --1 ~1_/r·~--1-~--1 __ ,_ -- i1"1--~-:-:- .---~--,--, -1 2-1--1-~ -'.--1-1 -i ~-- 1--,- i--1.-11 . 
·~<-111~' 1' 1--1' q' 1-,_I_, 1 1-,-.--] 0 ---1 --t_""r - f 1.::,-.ii' -- -- --
-n~ .:'"lt11- 0 ,11i-5'1 1-1'771-l?J!--11-- 7!:=r1 - --v1-r:-l- 1 '7r--<f-r--L')?1 -r-'<-;h·--.z~-t-7~- 1 ~.- 1--r--,--l-t-c::.~r 211 "' '""-· ..ir 2. ~"'!1- ,.5t' 11- : :iir (;J.!-1,,.,111- J, r, 121 .Y 1 , r 1

2 .,.. S!-o 
' 1 :Z,' 'l(~~ -1 - 1 LI \t•- -1;1_3 'l. :- ,- 1 .z_ ----, '(Z/&-----7, -> - 1 -'l--L __ [ 1 -,-

1 ' "1' ! 1 v'.i : ~ 1 , ' 1 1'1>1 ="i»tll 1 1 ' ' 1 , „,„' 1 - 1 1 1' ~-- 1 1 ~1• 11. 1 x~ - -1 = h r. ~ ~ , 1 ] ' „ -'( v.?-( 2- -1 - . ...,_ c:: 1 - "'' - 7J -- -- - - -f - 1 - • - 1 - 1 - -
i 'fit" 1 1.- 1 . '"'" 1 L rI 1 1 1 : ril 7?" ~~:><J- l ,) , ~,,. 1v - 1 1 , 1 1 1 1 ~ 

1 - i -- - 1-j L ___ I _ 1 - ·f ' 1 - 1 C» 2.. J - -- - 1 , - • - • - 1 -

1 ' 1 „. ' 1 ' 1 J ' 
1 1 1 l/ : c' <. :r 1 1 ' <>'> - .At 1 ' ' 1 ) ' 

. , - -1- -, -1 -_,,_.~·--l~-/ ;;--,a '--r,., ,- 7!' -]51 ~?!J-- 1- -1--P;:- -1 -- ' -.... ~( 7-/)__ 10~-11 • -ii?-vr?J<'.?i"' -1' ')i? J, 7J' ( 'i! J p \ , I~ ,- C::, ' pr , I , -· ::! (..'1::. V ' )( f V - > 
1 §- 1: 1'"ff +_~-_ '-<-~1 i ::.:it'-2~_z.."'°- _ 1J/ , '),1 

_ z..'f-: 1 1 ' · , ·1 _ 

' ,~, 1 : 1 1 ' : ' ' ' t?<' 1 ! ~ 1 ' . f' 
1 ' . 1 ' 1 : . 1 i. . , : 1 ! ' : , 

_ 

1 

. --

1 ~I- [ _ :- . , I _ i·~:~ :~ >( !~2>"(() 1, -5-zi/_;+(1 c)~( ~) i V -~-: - :
1 

;- ,_ 

' 1 1 ' ' ' ' 1 
1 

1 1 : 1 •. , ' 

! : ! j ! i i 1 
1 ! i i 'dl : '1 

' ; i ' ' i 1 : 

:- 1 - 1- , ! · 1 - iZ/J.fJ_r;, ·1c1;><1 >~ -o'J-Pr"' i --P-ii-( i- -1 "':7· 9 p :.1 V,<! '-·i D..,..~ 
1 , -..! · ~ , t 

1 
• r 1 J '/ 5, I 1 r , ,,,(!) :J : , J. . . (; v Y"0 

-·- 1 ----! - ~---'---·- ! -----' -:- 1-1----- ·--j----l--~-1 -

1-

--i 

i 

- ! 

1 

1 

- ' - J 
1 

1 -1- -, 

-, ' i - 1 -

- ---i -- 1 

i 

-i i : - 7fli- - ·-rJ--'--yp.vq i 

, -:--+ , l , . : ! ! : : ' , . ~'"~?j ~, :UXJ i i ; - : - 1 ~! 
-1.- _ -f--·--· -r--~--r---i••~---~~•,·-•_ !---:-1:~1 -~rrrf: (~1J7-l~ 0_'.7~:f t-~r~~r~~-:r. 

: ! 
1 

:. '. 1 ' : ~. ~ 1 . '. 1 , l : i i ( . J 
1 

1 1 
1 

• 1 1 ' I : 1 : p_ 1 "''aJ .J -1 1 · • ])_ _ : , · , • ' , : 

V' ~A'_O(J115ftl":>' 11icr;._?<-t -J ~1 ~JTh~>Oq:{:_~-1 iJ~r~-~_j-~ ~1'7~·~-
! ' ! 1 ! ' 1 : J ' 

:-- :_ 1 ·1' :- , -1 1 _ __'. __ ~-~,S ·r""~ .... ~-r. -:- , -r 
1 - _ /1( 17 1. · -- ,_ --.-. ,P.. (} „~~v? 

1 ·X l -i ' )( l ,. · • , - }, · · r . ~ -, a, >o~ , , 1 
• - ,_ '.c--1 -!- :.?°: , -~- :·· 1 -1 1- ,_ 

1
, , IP. T. ! 

1 , 1 1 1 · •
1 1 1 

\ 1 \ 1 1 
- - i - ' -- - · --- - 1 , (' '(/} 1 ~I 

1 1 1 t : ' 1 1 1 ) 1../ 

I - j ' j ! : ' ' ' ' '!_, 'f./"1' tf.J. $~ b- 4?;,z rp 1 ---, -, ___ , - ' ' ' 
i i 1 -·YO ,' i ,' ,' : ,1 : , ! : : • .1 1 

1 ' 1 1 : • 1 1 i 1 ' ' ' ' ! : : ' ' ' ' 1 ' ' : 1 1 ' 1 1 . ' 

/)ft?O}'j/ '~ft//1(- Wlf'17~0-; 1fi--k ?'r'J)/(e/fr" /V)9/fi 171 :i],'a">(>'t1f41{'.tf./~11s : -1 
- : j ' - ~ : ' ' .,., ; ~ • - - - - 1 1 - -1 ~ ! : _, ! : 1 -, - 1 ' - 1 1 : -

~ö{;i~)'\i 4' r-~l~t,E ~ l/tll;J ( ·,?O~a:' .+) h~ 1f 1vkJ7 ('Jfl-li I 11nw : ;;,, 4µYl//l 1'>! 'h ql7 
,---1 -,-1 1 ,-1-1-, -r :-;-: --1 -1- i ~ -1--1 . :--r---, ----·-[ : +--, - -
' ' i ; 1 • : i : ' i 1 . ! 1 1 - p : +4i : i : ' 1 ' ' ...L;,..,..: 
• 1 (.}'J,·6)1'f5~./;I j)~')))"'jj,:,.·iJ C}-\j;.~/Jn"Jl)D+j/ - ' ,- 1w-~,.vÖ?f~ UFV"'{J I ,W?J')!t-1® ':- Ji?'7' 

1 
1 

• "1' -· , J~ ;V· ~ -:/r '.,,· ~· 1 . • ·1 . rT '
1 -.,.v-.· ·u · l~f) 

1 1 1 : : 1 1 ' -- l - i 1 1 - ! 1 -- -1 1 

.. '~· i' !,:~im: 
- -!h'IVJ - . . -J4?/YTL,t,.,;.tn. lNy' " , ' - , Ir 1 - - ! 
:.y .. • ' 1 r. - 11 T' I 1 · • ' . I \ 

' ·: 1 - . , 1 --- • • 

i -

~-

! -





- i- -

i - 1 

r--

i - f 

1 - ' 

-1 

__ [ 

___ , -1 i 

1-

i -1 
- !-

- l -- _l_ 

! 1 1 

! - i - ! -1 
1 '1 . /1 'i--i· /!~ 
1 ' : 1 
1 ' ; 

i 
1 
1' ____ 1 

1 - 1 - 1 

' . 
1 

:_ \ 
1 



: 1 
~ J : l- : ~ I ,' \ 



- i --

' -

- - _ I 

1 -

' -- r -

! 
1 -

1-

i 
- i 

' -- i--

' - i / 





' 
1 

i -
! 
1 

- ! 

1 - ! -

- 1 .. i 

:( 
- - 1 

-1---

1 -- - ' 

- 1, 

---

' 

1 -

- 1 

1 

•.. l 

1 - - 1 

' --+ J_ --

-- - ! 

. 1 -

-- 1 





'( 

' 1 

- -- l 

' 
- L 

1 : --

--1 

1 i 
r- 1- 1 -

! -

·· 1 .1 

t - ~ -

i 
--1 

i. 
1 

- - 1 - -- r --

1 

1 

- ! 

_! --j 

-- ~--

. - - i - - -: ----

-- L ___ 1 

'(1· i 
i H.l. 

,,, ' 

~ 
't r I·- ---"'..~ 

<l(„1-4 <Ct-1 i:/t ' 

1 

:1. :. - -1 ·- ··- - ~, „, j /V,, J . 
1 

,- 1 1 ' • ~{l,, 1 l1 1 / - (,~ .11, 
·~ o-q.w)/j{b{/UkJfA{lb. . ; t\t'...'f-Jl ~ ,c~ ~ -u"'~'r J .crW,;r,vv'llß#f/v „ 

1 ~ - - ~ ,! 1 

, ' 1 1 1 1 ' 1 ! t 

•~Au X - 7.lt.~,,z. ' 

- i 
1 

rl11 
-- - L - ! 

-- ! 

L 
1 

- 1 - -

1 

- i 



1 

1 
_ I_ 

- 1 
_, -

1 

!- ! -

1 

! - ! 

! -
_J __ 

1 

1 - - - - ~ -

1 

1 

-! 

_1_ 

j ' 
'1;{ .. o 
!.~' 
tp. : 

1 
1 -



1 i -

1 ·-

i 

[_ -- 1 

1 .. , -

1 - 1 

' __ /_ 

:( 

- 1 

i 
·- 1 

1 

j_ --- 1 

,. 
1 -

1 

.L 

+-
1 

r -

1 

i- ! 

-· 1 

' 

- i -

1 

1 1 
- 1 -

j ~ -
i 

-- l 

1 
- , . 

1 

- r -
1 

i 
-i ---

.. 1 

-- i 

1 -

-- 1 ---

_! 
1 

1 
. 1 



S»'~ .2
1

vi,2; ~A11f-~1~:f!c~'>~-r~~11·~"~l~jp.~, 

1 IZuil:d ~.,(µµ_ ),A;f -~ ~µ. ! 1 1 : 1 
1 

: 1 ' 1 : 1 1 1 \ - i 

ßtw .. !- 'U ., r 1 - - , i , , - .- , : - - b : ,-: • ~-:. 1 - : : i 
... · J "j .. ~ ~'<f{,~~lc··.· f: ··, ~t. · ......... " . . .. 
~.~: ~~ ~. N,P

1 
~- .JM..J..·~1,LUJM?_f/\.~~ff_C~)~~.·j_,t.,_ !Ai:._i i : K l •'l . 1 i 1 , 1 - ·-1- ~rr-~ ! . , ~ . r-o--:.., . 

/'c{~k p~·,J;,J,.i~~~.,JhlJJ.; ' 

l 

1 

1 ' ' ' 

• ' 1 

1· 1 

1 
i 
1 

1 

1 

i -

l - _1__ ( ~-~-1 

i 
,_ 1 

_\ _ 

,. 
1 

i -' 

i 
i 

; 1 

! i 



-· ----~-· ---------·--'-----=-----~----~~----_,__--~~-~-- -

\
1/S 3S/86 

LITERATUR ZUR VORLESUNG: 

UEFFIZIENTE ÄLGORITHMENU 

1. H.J. Nussbaumer: "Fast Fourier Transform and Convoli:t :.-·ri 

Algorithms", 2. Auflage 

Springer-Verlag, 1982 

2 .. T. Beth: Verfahren der, schnellen Fourier-Transformatio!1, 

Teubrier Studienbücher, Informatik 

3. ·x K. Mehlhorn: "Effiziente Algorithmen", Teubner-Studienbücher 

4. Aho/Hocroft/Ullman: "The Design and Analysis of Computer 
l. Algorithms" 

Addison-Wesley, 1974 

5. Donald E. Knuth: "The Art of Computer Programming", Vol. 2, 

Addiscn-~esley Publishing Company, 19G9 





' ! -
' _, 

' 
' 1 

1 
' 1 

~ ~X\v·' ,u.·v: 
1 'J '· \1 
1 ' ! 

1 

. 1 ' 

a,. .b-,/~ -' 

\ 
\ 

1 1 

. \ 



/: 

I 
1 -

' " 

1- -
1 

. i- -

l 
j 

l -
1 

--1- - \ 
1 

1 

1 
1 -- - ' 

·- i 

-i 

• -· 1 

1 -

i 

1 
1 


